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Вступ

В багатьох фiзичних, природних процесах виникають автоколивання.

Автоколивання вiдрiзняються низкою характерних властивостей, що ви-

дiляють їх iз загального широкого класу коливальних явищ, i становлять

предмет одного з важливих роздiлiв теорiї нелiнiйних коливань. На вiдмi-

ну вiд вимушених чи параметричних коливань автоколивання виникають у

системах за вiдсутностi зовнiшнього перiодичного впливу. Для виникнення

автоколивань у системi необхiдна наявнiсть джерела енергiї та механiзму,

завдяки якому енергiя цього джерела перетворюється на коливальну енер-

гiю.

Автоколивання, як феномен, були вперше виявлений наприкiнцi XIX

столiття французьким фiзиком Ґюставом Робертом. Вiн провiв серiю екс-

периментiв iз електричними контурами, що складаються з iндуктивностi,

ємностi, резистора та джерело струму. Вiн виявив, що за певних значень

параметрiв системи виникають автоколивання, якi продовжуються навiть

пiсля припинення зовнiшнього збудження. Робер вiдкрив, що система має

властивiсть самостiйно генерувати та пiдтримувати коливання.

На початку XX столiття iнтерес до автоколивань поширився на iншi

галузi науки i технiки. Осцилятори, що працюють на принципi автоколи-

вань, стали невiд’ємною частиною радiозв’язку та телекомунiкацiй. Дослi-

дження автоколивань продовжилися та розширилися у рiзнi науковi дисци-

плiни. У хiмiї автоколивання було виявлено у хiмiчних реакцiях, де деякi
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системи можуть мимоволi коливатися мiж рiзними станами, найкращим

прикладом є брюсселятор [1].

У наступних роздiлах буде розглянуто один з випадкiв виникнення

автоколивань, а саме виникнення автоколивань пiд час електролiзу алюмi-

нiю.

Електролiз - це процес, оснований на використаннi електричного

струму для розкладання хiмiчних сполук на елементи, що їх складають.

Електролiз заснований на використаннi електродiв та електролiту. Еле-

ктролiт мiстить iони, якi перемiщуються до анода або катода в залежностi

вiд своєї зарядностi. На початку процесу на анодi вiдбувається окислення,

тобто iони анода вiддають електрони, перетворюючись на нейтральнi атоми

чи молекули. При цьому утворюється електронний струм, який рухається

вiд анода до катода через зовнiшнiй ланцюг. На катодi вiдбувається проти-

лежний процес - iони катода приймають електрони, утворюючи нейтраль-

нi атоми чи молекули. В результатi електролiзу вiдбувається розкладання

електролiту на його елементи.

Однiєю з найпоширенiших галузей, яка використовує електролiз, є

сучасне промислове виробництво алюмiнiю. У електролiзнiй ваннi знизу

розташований розплавлений алюмiнiй, зверху - шар електролiту. В еле-

ктролiт частково занурений анод. Через зазначену двошарову систему рi-

дин пропускається електричний струм. У процесi на катодi осаджується

алюмiнiй, на анодi йдуть реакцiї окиснення з утворенням газiв [5,6]. Як

показала практика, пiд час цього процесу з’являються деякi небажанi ефе-

кти, одним з яких є автоколивання. Так, при деяких умовах на поверхнi

роздiлу "метал-електролiт" з’являються хвилi, що призводить до зниження

основних технiко-економiчних показникiв роботи електролiзерiв.
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У роботi розглянуто математичну модель хвилi, що обертається, на

поверхнi роздiлу. Основним припущенням є те, що головну роль вiдiграє

взаємодiя двох мод коливань - поздовжньої та поперечної. Така взаємо-

дiя обумовлена електромагнiтними силами, що виникають при збудженнях

гiдродинамiчних коливань (МГД взаємодiя). Дослiджується система двох

диференцiальних рiвнянь другого порядку вiдносно амплiтудних множни-

кiв двох головних мод коливань. Визначаються умови, при яких виникають

перiодичнi автоколивальнi рухи.



Роздiл 1. Постановка задачi

Нехай ми маємо ємнiсть у формi прямокутного паралелепiпеда з майже

квадратним горизонтальним перетином, яка заповнена двома рiдинами, що

не змiшуються. Зверху в нiй частково занурений анод, а знизу - катод. Двi

рiдини не змiшуються i мають майже однакову щiльнiсть. (Рис. 1.1)

Рис. 1.1: Ємнiсть з рiдинами, що не змiшуються

Уявимо, що електричний струм вiдсутнiй. Тодi рiвняння коливання поверх-

нi роздiлу вздовж осi Х матимемо у виглядi

Ä+ ω2
xA = 0 (1.1)

де A - функцiя часу (амплiтудний множник), яка вказує на вiдхилення вiд

стану спокою,
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ωx - власна частота.

Так само ми можемо розглянути аналогiчнi коливання поверхнi роздiлу

вздовж осi Y. Рiвняння коливань у цьому випадку матиме схожий вигляд

B̈ + ω2
yB = 0 (1.2)

де B - функцiя часу, яка вказує на вiдхилення вiд стану спокою,

ωy - вiдповiдна власна частота.

Треба зауважити, що так як наша ємнiсть майже квадратна (по осям X

та Y), то ωy та ωx вiдрiзняються несуттєво. Об’єднавши рiвняння (1.1) та

(1.2), якi описують коливання у свої площинах, ми матимемо таку систему

рiвнянь. Ä+ ω2
xA = 0

B̈ + ω2
yB = 0

(1.3)

Дана система не враховує сил опору(в’язких сил), тому в такому випадку

коливання будуть сталими та не зупинятимуться.

Додамо до кожного рiвняння системи (1.3) сили в’язкого опору µxȦ та

µyḂ. Цi сили враховують тертя речовин мiж собою та стiнками ємкостi. µx

та µy у цьому випадку це коефiцiєнти затухання, якi мають доволi скла-

дний вигляд, їх докладний опис та знаходження приведенi в статтях [2,3].

з зарахуванням нових факторiв система (1.3) матиме виглядÄ+ µxȦ+ ω2
xA = 0

B̈ + µyḂ + ω2
yB = 0

(1.4)

Для врахування взаємодiї коливань по взаємно перпендикулярних напрям-

кам потрiбно додати ще один доданок до кожного з рiвнянь kxB до першого

рiвняння та −kyA до другого. Цi доданки вiдповiдають за електромагнiтну

взаємодiю мiж двома модами коливань.
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Тодi система (1.4) матиме виглядÄ+ µxȦ+ ω2
xA+ kxB = 0

B̈ + µyḂ + ω2
yB − kyA = 0

(1.5)

Ця лiнiйна система диференцiальних рiвнянь описує коливання поверхнi

роздiлу двох речовин, що не змiшуються, при дуже малiй амплiтудi.

Коли амплiтуда починає зростати, з’являються нелiнiйнi доданки, якi

виникають через гiдродинамiчнi та електродинамiчнi фактори. Так, напри-

клад, у мiсцях, де нижня речовина через коливання пiдiймається вище до

аноду, струм сильнiшає, через що вiн перестає бути пропорцiональним ам-

плiтудi, тому починають з’являтись доданки бiльш високого порядку.(Рис

1.2)

Рис. 1.2: Змiна сили струму

Тодi, додаючи нелiнiйнi доданки до системи (1.5), у випадку квадратичної

нелiнiйностi, ми матимемоÄ+ µxȦ+ ω2
xA+ kxB + cxA

2 = 0

B̈ + µyḂ + ω2
yB − kyA+ cyB

2 = 0

(1.6)

або у випадку кубiчної нелiнiйностiÄ+ µxȦ+ ω2
xA+ kxB + cxA

3 = 0

B̈ + µyḂ + ω2
yB − kyA+ cyB

3 = 0

(1.7)



Роздiл 2. Лiнiйна система

Розглянемо спочатку лiнiйний випадокÄ+ µxȦ+ ω2
xA+ kxB = 0

B̈ + µyḂ + ω2
yB − kyA = 0

(2.1)

Положення рiвноваги визначається з умов Ȧ = Ä = Ḃ = B̈ = 0.

Пiдставляючи цi умови у систему рiвнянь, отримуємо:ω2
xA+ kxB = 0

ω2
yB − kyA = 0

(2.2)

Тодi положення рiвноваги буде A = 0;B = 0, де ωx, ωy, µx, µy, kx, ky

додатнi.

Вiдшукуючи частковi розв’язки системи (2.1) у виглядi A = C1e
λt, B =

C2e
λt, отримуємо характеристичне рiвняння:

det(λ2I + λM +K) = 0, (2.3)

де

M =

µx 0

0 µy

 , K =

 ω2
x kx

−ky ω2
y


Тодi (2.3) приймає вигляд

det

λ2 + λµx + ω2
x kx

−ky λ2 + λµy + ω2
y

 = 0 (2.4)
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Характеристичне рiвняння матиме вигляд:

λ4+(µy+µx)λ
3+(ω2

y+µyµx+ω2
x)λ

2+(ω2
yµx+µyω

2
x)λ+(ω2

yω
2
x+kxky) = 0 (2.5)

Стiйкому положенню рiвноваги вiдповiдають власнi значення з

вiд’ємними дiйсними частинами, а нестiйкому - з додатними дiйсними ча-

стинами. У випадку нестiйкої рiвноваги на поверхнi роздiлу алюмiнiй-

електролiт виникають хвилi. Такi рухи мають характер автоколивань.

Побудуємо фазовi портрети, щоб краще зрозумiти поведiнку системи.

Для цього вiзьмемо такi параметри: µx = 1.1; µy = 1.2; ωx = 4; ωy = 4.1;

kx = 4; ky = 4.1 Пiдставимо цi значення до характеристичного рiвняння та

розв’яжемо його чисельно, тодi ми отримуємо такi власнi коренi:

λ1 = −1.075− 4.042i

λ2 = −1.075 + 4.042i

λ3 = −0.075− 4.038i

λ4 = −0.075 + 4.038i

Можемо бачити, що за таких початкових умов усi коренi мають вiд’ємнi

дiйснi частини, отже положення рiвноваги є стiйким.

Побудуємо, використовуючи чисельний метод, фазовий портрет. Через

те, що система складається з двох диференцiальних рiвнянь другого по-

рядку, фазовий портрет буде чотирьохвимiрним, тому, нажаль, потрiбно

будувати проекцiї. Так ми можемо бачити, що положення рiвноваги дiйсно

є експоненцiйно стiйким фокусом (Рис.2.1).
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Рис. 2.1: Стiйкий фокус. A0 = 2, B0 = 1.5, kx = 4

Таким чином ми можемо чисельно дослiдити, за яких умов положення

рiвноваги змiнюватиме свою стiйкiсть. Наприклад, зафiксувавши усi пара-

метри окрiм kx, а kx поступово збiльшуватимемо, тодi на значеннi kx =

5.316 знаки дiйсних частин характеристичних коренiв змiняться та ми ма-

тимо такi власнi значення:

λ1 = −1.15− 4.052i

λ2 = −1.15 + 4.052i

λ3 = 1.66 · 10−8 − 4.048i

λ4 = 1.66 · 10−8 + 4.048i

Отже, саме при переходi через kx = 5.316 наша система ставатиме не-

стiйкою. При подальшому збiльшеннi kx положення рiвноваги залишати-

меться нестiйким, лише швидкiсть зростання амплiтуди коливань збiль-

шуватиметься (Рис. 2.2). Також положення рiвноваги може змiнити свою

стiйкiсть, якщо ми будемо змiнювати iнщi параметри системи.

Тепер зафiксуємо усi параметри окрiм µx. Цей параметр напряму впли-

ває на затухання коливань, тому збiльшення цього параметру не змiнить
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Рис. 2.2: Нестiйкий фокус. kx = 8.7, A0 = 2, B0 = 1.5

Рис. 2.3: Cтiйкий фокус. ωx = 2, A0 = 2, B0 = 1.5

стiйкiсть стацiонарної точки, а лише збiльшить швидкiсть затухання ко-

ливань (Рис.2.4). Якщо почнемо зменшувати µx то на значеннi 0.76 поло-

ження рiвноваги стане нестiйким, при подальшому зменшенi µx положення

рiвноваги залишатиметься нестiйким та амплiтуда коливань зростатиме не-

скiнченно (Рис. 2.5). Проте у лiнiйному випадку амплiтуда коливань при

нестiйкому положенню рiвноваги завжди зростатиме нескiнченно. Обмеже-

ння амплiтуд пов’язане з нелiнiйним характером цих коливань. Для того
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Рис. 2.4: Cтiйкий фокус. µx = 2, A0 = 2, B0 = 1.5

Рис. 2.5: Нестiйкий фокус. µx = 0.6, A0 = 2, B0 = 1.5

щоб отримати вiдповiднi розв’язки, треба дослiдити нелiнiйну систему (1.6)

або (1.7).



Роздiл 3. Модель з квадратичною

нелiнiйнiстю

Роздивимось нелiнiйну систему, яка була описана у постановцi задачi.Ä+ µxȦ+ ω2
xA+ kxB + cxA

2 = 0

B̈ + µyḂ + ω2
yB − kyA+ cyB

2 = 0

(3.1)

Положення рiвноваги визначається з умов Ȧ = Ä = Ḃ = B̈ = 0.

Пiдставляючи цi умови у систему рiвнянь (3.1), отримуємо:ω2
xA+ kxB + cxA

2 = 0

ω2
yB − kyA+ cyB

2 = 0

(3.2)

Очевидним положенням рiвноваги є A = 0, B = 0, iншi можливi положення

рiвноваги можна знайти чисельним методом. Нехай ця система матиме i

дiйсних розв’язкiв, тодi запишемо загальний спосiб аналiзу стiйкостi цих

положень рiвноваги.

Позначемо положення рiвноваги як Ai, Bi.

Для аналiзу стiйкостi лiнеаризованої системи складемо систему з чоти-

рьох рiвнянь, додавши рiвняння Ȧ i Ḃ, якi Ȧ = vA i Ḃ = vB, де vA i vB

15
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позначають похiднi за часом. Отримуємо таку систему:

Ȧ = vA

v̇A = −µxvA − ω2
xA− kxB − cxA

2

Ḃ = vB

v̇B = −µyvB − ω2
yB + kyA− cyB

2

(3.3)

Далi скористаємося методом Якобi. Матриця Якобi системи (3.3) матиме

вигляд

J =



∂Ȧ

∂A

∂Ȧ

∂vA

∂Ȧ

∂B

∂Ȧ

∂vB
∂v̇A
∂A

∂v̇A
∂vA

∂v̇A
∂B

∂v̇A
∂vB

∂Ḃ

∂A

∂Ḃ

∂vA

∂Ḃ

∂B

∂Ḃ

∂vB
∂v̇B
∂A

∂v̇B
∂vA

∂v̇B
∂B

∂v̇B
∂vB


(3.4)

Продиференцiювавши кожен елемент матрицi (3.4) та пiдставивши особли-

вi точки отримуємо:

J =


0 1 0 0

−ω2
x − 2cxAi −µx −kx 0

0 0 0 1

ky 0 −ω2
y − 2cyBi −µy

 (3.5)

det


0− λ 1 0 0

−ω2
x − 2cxAi −µx − λ −kx 0

0 0 0− λ 1

ky 0 −ω2
y − 2cyBi− −µy − λ

 = 0 (3.6)

Звiдси ми отримуємо характеристичне рiвняння

λ4 + (µy + µx)λ
3 + (ω2

y + 2cyBi + 2cxAi + µyµx + ω2
x)λ

2+

+(2cyBiµx + ω2
yµx + 2cxAiµy + µyω

2
x)λ+
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+(ω2
yω

2
x + 4AiBicxcy + 2Aicxw

2
y + 2Bicyw

2
x + kxky) = 0

Для подальшого розв’язку потрiбно знайти усi положення рiвноваги з си-

стеми (3.2), як ми зазначали ранiше, аналiтично ми можемо знайти лише

корiнь A = 0, B = 0, для знаходження усiх iнших можливих коренiв потрi-

бно використовувати чисельнi розрахунки. Для цього зафiксуємо параме-

три системи

µx = 1.1;µy = 1.2;ωx = 4;ωy = 4.1; kx = 4; ky = 4.1; cx = 3; cy = 3.5

Пiдставляючи їх у (3.2), отримуємо42A+ 4B + 3A2 = 0

4.12B − 4.1A+ 3.5B2 = 0

(3.7)

Положеннями рiвноваги такої системи будуть: A0 = 0, B0 = 0 та A1 =

1.054, B1 = −5.047. Пiдставляючи параметри системи та положення рiв-

новаги до характеристичного рiвняння, ми зможемо чисельно отримати

коренi, якi дадуть нам iнформацiю про стiйкiсть положення рiвноваги.

Так для положення рiвноваги A0 = 0, B0 = 0 ми матимемо такi хара-

ктеристичнi коренi

λ1 = −1.075− 4.042i

λ2 = −1.075 + 4.042i

λ3 = −0.075− 4.038i

λ4 = −0.075 + 4.038i

Оскiльки у всiх коренiв дiйсна частина вiд’ємна, то положення рiвноваги

буде стiйким та матиме тип фокус.

Для другого положення рiвноваги A1 = 1.054, B1 = −5.047 матимемо

такi характеристичнi коренi.

λ1 = −4.898
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λ2 = 3.697

λ3 = −0.549− 4.649i

λ4 = −0.549 + 4.649i

Оскiльки є один додатнiй корiнь, то положення рвiвноваги не буде стiй-

ким та матиме тип сiдло. Побудуємо фазовий портрет для цього випадку.

Змiнюючи параметри, ми можемо визначити iншi стани системи у рiзних

Рис. 3.1: Стiйкий фокус. A = 2, V = 0 B = 1.5,W = 0.

випадках. Зафiксуємо усi параметри окрiм kx. Як тiльки kx перевищує зна-

чення 5.316, тодi положення рiвноваги A0 = 0, B0 = 0 стає нестiйким та

з’являється стiйкий граничний цикл. Друге положення рiвноваги трiшки

змiнює своє значення, але воно залишається нестiйким та має схожi ха-

рактеристичнi коренi як у минулому випадку. Фазовий портрет буде мати

вигляд(Рис. 3.2).

Розглянемо поведiнку системи при змiнi iнших параметрiв. Змiна па-

раметра µ у бiльшу сторону не змiнить стiйкiсть положення рiвоваги, бо,

як ми вже зазначали, цей параметр є коефiцiєнтом затухання. Якщо по-

чнемо зменшувати параметр, тодi в точцi µx = 0.76 виникає бiфуркацiя
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Рис. 3.2: Стiйкий граничний цикл A = 1, V = 0 B = 0.5,W = 0, kx = 7

i положення рвiноваги A = 0, B = 0 стає нестiйким та з’явиться грани-

чний цикл (Рис. 3.3). Форма такого граничного циклу буде схожа на (Рис.

3.2), вiдрiзнятиметься лише його розмiр, це вiдбувається через те, що друге

положення рiвноваги не змiнює свою стiйкiсть та тип, тобто залишається

седлом.

Рис. 3.3: Стiйкий граничний цикл A = 2, V = 0 B = 1.5,W = 0, µx = 0.7



Роздiл 4. Модель з кубiчною

нелiнiйнiстю

Роздивимось нелiнiйну систему, яка була описана у постановцi задачi.Ä+ µxȦ+ ω2
xA+ kxB + cxA

3 = 0

B̈ + µyḂ + ω2
yB − kyA+ cyB

3 = 0

(4.1)

Положення рiвноваги визначається з умов Ȧ = Ä = Ḃ = B̈ = 0.

Пiдставляючи цi умови у систему рiвнянь (3.1), отримуємо:ω2
xA+ kxB + cxA

3 = 0

ω2
yB − kyA+ cyB

3 = 0

(4.2)

Очевидним положенням рiвноваги є A = 0, B = 0, iншi можливi положення

рiвноваги можна знайти чисельним методом. Нехай ця система матиме i

дiйсних розв’язкiв, тодi запишемо загальний спосiб аналiзу стiйкостi цих

положень рiвноваги.

Позначимо положення рiвноваги як Ai, Bi.

Для аналiзу стiйкостi лiнеаризованої системи складемо систему з чоти-

рьох рiвнянь, додавши рiвняння Ȧ i Ḃ, якi Ȧ = vA i Ḃ = vB, де vA i vB

20
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позначають похiднi за часом. Отримуємо таку систему:

Ȧ = vA

v̇A = −µxvA − ω2
xA− kxB − cxA

3

Ḃ = vB

v̇B = −µyvB − ω2
yB + kyA− cyB

3

(4.3)

Далi скористаємося методом Якобi. Матриця Якобi системи (4.3) матиме

вигляд

J =



∂Ȧ

∂A

∂Ȧ

∂vA

∂Ȧ

∂B

∂Ȧ

∂vB
∂v̇A
∂A

∂v̇A
∂vA

∂v̇A
∂B

∂v̇A
∂vB

∂Ḃ

∂A

∂Ḃ

∂vA

∂Ḃ

∂B

∂Ḃ

∂vB
∂v̇B
∂A

∂v̇B
∂vA

∂v̇B
∂B

∂v̇B
∂vB


(4.4)

Продиференцiювавши кожен елемент матрицi (4.4) та пiдставивши особли-

вi точки, отримуємо:

J =


0 1 0 0

−ω2
x − 3cxA

2
i −µx −kx 0

0 0 0 1

ky 0 −ω2
y − 3cyB

2
i −µy

 (4.5)

det


0− λ 1 0 0

−ω2
x − 3cxA

2
i −µx − λ −kx 0

0 0 0− λ 1

ky 0 −ω2
y − 3cyB

2
i− −µy − λ

 = 0 (4.6)

Звiдси ми отримуємо характеристичне рiвняння

λ4 + (µy + µx)λ
3 + (ω2

y + 3cyB
2
i + 3cxA

2
i + µyµx + ω2

x)λ
2+
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+(3cyB
2
i µx + ω2

yµx + 3cxA
2
iµy + µyω

2
x)λ+

+(ω2
yω

2
x + 9A2

iB
2
i cxcy + 3A2

i cxw
2
y + 3B2

i cyw
2
x + kxky) = 0

Для подальшого розв’язку потрiбно знайти усi положення рiвноваги з си-

стеми (4.2), як ми зазначали ранiше, аналiтично ми можемо знайти лише

корiнь A = 0, B = 0, для знаходження усiх iнших можливих коренiв потрi-

бно використовувати чисельнi розрахунки. Для цього зафiксуємо параме-

три системи

µx = 1.1;µy = 1.2;ωx = 4;ωy = 4.1; kx = 4; ky = 4.1; cx = 3; cy = 3.5 (4.7)

Пiдставляючи їх у (3.2), отримуємо42A+ 4B + 3A3 = 0

4.12B − 4.1A+ 3.5B3 = 0

(4.8)

Положеннями рiвноваги такої системи буде лише A0 = 0, B0 = 0. Пiдстав-

ляючи цi параметри система та положення рiвноваги до характеристичного

рiвняння ми зможемо чисельно отримати коренi, якi дадуть нам iнформа-

цiю про стiйкiсть положення рiвноваги.

Так для положення рiвноваги A0 = 0, B0 = 0 ми матимемо такi хара-

ктеристичнi коренi

λ1 = −1.075− 4.042i

λ2 = −1.075 + 4.042i

λ3 = −0.075− 4.038i

λ4 = −0.075 + 4.038i

Оскiльки у всiх коренiв дiйсна частина вiд’ємна, то положення рiвноваги

буде стiйким та матиме тип фокус. Побудуємо фазовий портрет для цього

випадку.
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Рис. 4.1: Стiйкий фокус. A = 2, V = 0 B = 1.5,W = 0.

Змiнюючи параметри системи, ми можемо визначити iншi стани системи

у рiзних випадках. Зафiксуємо усi параметри окрiм kx та почнемо збiль-

шувати, бо зменшення kx та ky ще бiльше стабiлiзує систему, Як тiльки kx

перевищує значення 5.316, тодi положення рiвноваги A0 = 0, B0 = 0 стає

нестiйким та з’являється стiйкий граничний цикл. Друге положення рiвно-

ваги трiшки змiнює своє значення, але воно залишається нестiйким та має

схожi характеристичнi коренi як у минулому випадку. Фазовий портрет

буде мати вигляд(Рис. 4.2).

Отже ми можем бачити, що при збiльшенi kx вiд 5.316 з’являється два

стiйкi граничнi цикли для кожної з проекцiй. Щоб точно впевнитись, що

ми маємо стiйкий граничний цикл зобразимо iншi проекцiї (Рис. 4.3).

Таким чином були розглянутi змiни в поведiнцi системи при збiльшенi

значення параметра kx. Змiна аналогiчного параметра ky дасть досить схо-

жу картину. Але система залежить ще вiд декiлькох параметрiв, якi так
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Рис. 4.2: Стiйкий граничний цикл. A = 2, V = 0 B = 1.5,W = 0, kx = 7

Рис. 4.3: Стiйкi граничнi цикли A = 2, V = 0 B = 1.5,W = 0, kx = 7

само можуть змiнювати поведiнку системи.

Почнемо змiнювати параметр µx, при цьому усi iншi параметри зафi-

ксуємо на значеннях (4.7).

Параметр µ вiдповiдає за затухання коливань в системi, тому збiльшен-

ня параметра µ призведе лише до збiльшення швидкостi згасання коливань.

Тому змiна поведiнки системи можлива лише при зменшеннi одного з µ.

Так при зменшеннi µx до 0.75 положення рiвноваги перестає бути стiйким
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та з’являються стiйкi граничнi цикли. Як ми можемо бачити на фазовому

портретi (Рис. 4.4), наша система дiйсно має два стiйкi граничнi цикли,

по одному у кожнiй з проекцiй. Для впевненостi у тому, що ми отримали

стiйкi граничнi цикли, виведемо iншi проекцiї (Рис. 4.5). Однак система

досить рiзко веде себе у самому початку, через що наша фазова траєкторiя

(B-W) заходить спочатку до центра кола, пiсля чого починає наближатись

до стiйкого граничного циклу.

Рис. 4.4: Стiйкий граничний цикл A = 3, V = 0 B = 1.5,W = 0, µx = 0.7

Рис. 4.5: Стiйкi граничнi цикли A = 3, V = 0 B = 1.5,W = 0, µx = 0.7



Висновки

У результатi дослiджень моделей коливальної системи з квадратичною

та кубiчною нелiйнiстю було виявлено, що поведiнка системи змiнюється

залежно вiд параметрiв. В обох випадках стiйкiсть положення рiвноваги у

точцi (0, 0) змiнювалась вiд стiйкого до нестiйкого та назад. Якщо положе-

ння рiвноваги втрачало свою стiйкiсть, траєкторiї починали прямувати до

стiйкого граничного циклу. Iнших бiфуркацiй у обох моделях помiчено не

було. Залежно вiд того, який параметр ми обирали для змiни та наскiль-

ки сильно його змiнювали, швидкiсть наближення траєкторiй до стiйкого

граничного циклу могла прискорюватись або сповiльнюватись. Також, за-

лежно вiд цього, розмiр граничного циклу мiг змiнюватись, але його форма

залишалася однаковою. При стiйкому положеннi рiвноваги так само спосте-

рiгалась змiна швидкостi руху вздовж траєкторiй, чим ближче параметр

знаходився до точки бiфуркацiї, не досягаючи її, тим повiльнiше траєкторiя

наближалася до нуля.

26



Лiстинги

У цьому роздiлi наведенi програми мовою Python, якi були написанi для

чисельних розрахункiв.

Перший лiстинг.

Лiстинг 4.1: Чисельний метод розв’язання рiвнянь
from sympy import ∗

x = Symbol ( ’ x ’ )

mu_x = 1.1

mu_y = 1.2

w_x = 4

w_y = 4.1

k_x = 4

k_y = 4.1

print ( f ’mu_x={mu_x} ’ , f ’mu_y={mu_y} ’ , f ’w_x={w_x} ’ , f ’w_y={w_y} ’
←↩

, f ’k_x={k_x} ’ , f ’k_y={k_y} ’ )

print ( f ’ a={1} ’ , f ’ b={mu_x+mu_y} ’ , f ’ c={w_x∗∗2+mu_x∗mu_y+mu_y∗∗2}
←↩

’ , f ’ d={mu_x∗w_y∗∗2␣+␣mu_y∗w_x∗∗2} ’ , f ’ e={w_x∗∗2∗w_y∗∗2+k_x∗
←↩

k_y} ’ )

a=1

b=mu_x+mu_y

c=w_x∗∗2+mu_x∗mu_y+mu_y∗∗2

d=mu_x∗w_y∗∗2 + mu_y∗w_x∗∗2

e = w_x∗∗2∗w_y∗∗2+k_x∗k_y

equat ion = f ’ {a}∗x∗∗4+{b}∗x∗∗3+{c}∗x∗∗2+{d}∗x+{e} ’

degree = 4

s o l u t i o n = so l v e ( equation , x )
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r e a l_so l u t i on s = [ ]

complex_solut ions = [ ]

for s in s o l u t i o n :

i f isinstance ( s , complex) :

complex_solut ions . append ( s )

else :

r e a l_so l u t i on s . append ( s )

i f len ( r e a l_so l u t i on s ) > 0 :

print ( f " equat ion ␣ roo t s ␣{ equat ion } : ␣ { [ s . e v a l f ( ) ␣ f o r ␣ s ␣ in ␣
←↩

r e a l_so l u t i on s ] } " )

i f len ( complex_solut ions ) > 0 :

print ( f " equat ion ␣ roo t s ␣{ equat ion } : ␣ { [ s . e v a l f ( ) ␣ f o r ␣ s ␣ in ␣
←↩

complex_solut ions ] } " )

Тепер другий лiстинг.

Лiстинг 4.2: Побудова фазового портрету
import numpy as np

from s c ipy . i n t e g r a t e import ode int

import matp lo t l i b . pyplot as p l t

def system ( state , t , mu_x, mu_y, omega_x , omega_y , k_x , k_y , c_x ,
←↩

c_y) :

A, V, B, W = s ta t e

dAdt = V

dVdt = −mu_x∗V − omega_x∗∗2∗A + k_x∗B −c_x∗A∗∗2

dBdt = W

dWdt = −mu_y∗W − omega_y∗∗2∗B − k_y∗A −c_y∗B∗∗2

return dAdt , dVdt , dBdt , dWdt

A0 , V0 , B0 , W0 = 2 , 0 , 1 . 5 , 0

mu_x, mu_y = 0 .7 , 1 . 2
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omega_x , omega_y = 4 , 4 .1

k_x , k_y =4, 4 .1

c_x , c_y = 3 ,3 . 5

params = (mu_x, mu_y, omega_x , omega_y , k_x , k_y , c_x , c_y)

#8.7

t = np . l i n s p a c e (0 , 50 , 500000)

s o l u t i o n = ode int ( system , (A0 , V0 , B0 , W0) , t , a rgs=params )

so lut ion_2 = ode int ( system , (5 , 0 , −2, 0) , t , a rgs=params )

f i g , ( ax2 , ax3 ) = p l t . subp lo t s (

nrows=1, nco l s =2,

f i g s i z e =(6 , 3)

)

ax2 . p l o t ( s o l u t i o n [ : , 0 ] , s o l u t i o n [ : , 2 ] , l a b e l=’A−B ’ )

ax2 . l egend ( l o c=’ bes t ’ )

ax2 . g r i d ( )

ax3 . p l o t ( s o l u t i o n [ : , 1 ] , s o l u t i o n [ : , 3 ] , l a b e l=’V−W’ )

ax3 . l egend ( l o c=’ bes t ’ )

ax3 . g r i d ( )

p l t . show ( )

ax1=p l t . f i g u r e ( f i g s i z e =(3 , 3) )

p l t . p l o t ( s o l u t i o n [ : , 0 ] , s o l u t i o n [ : , 1 ] , l a b e l=’A−V’ )

p l t . p l o t ( s o l u t i o n [ : , 2 ] , s o l u t i o n [ : , 3 ] , l a b e l=’B−W’ )

p l t . l egend ( l o c=’ best ’ )

p l t . g r i d ( )

p l t . show ( )

I, нарештi, третiй.

Лiстинг 4.3: Чисельний розв’язок системи рiвнянь
from s c ipy . opt imize import f s o l v e

omega_x = 4

k_x = 4
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c_x = 3

omega_y = 4 .1

k_y = 4 .1

c_y = 3 .5

def equat ions (vars ) :

A, B = vars

eq1 = omega_x∗∗2 ∗ A + k_x ∗ B + c_x ∗ A∗∗2

eq2 = omega_y∗∗2 ∗ B − k_y ∗ A + c_y ∗ B∗∗2

return [ eq1 , eq2 ]

gue s s e s = [ ( 1 0 0 . 0 , 100 . 0 ) , ( 100 . 0 , −100.0) ]

for guess in gue s s e s :

A_sol , B_sol = f s o l v e ( equat ions , guess )

print ( "Answer" , guess , " : " )

print ( "A␣=" , A_sol )

print ( "B␣=" , B_sol )

print ( )
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